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Απαντήσεις  στις  επαναληπτικές  ασκήσεις, για  τους  μαθητές  των  τμημάτων  Γ2  και  Γ3
Α. Α1) Να  παραγοντοποιηθούν  τα  πολυώνυμα: Α1.1) 2χ + 6
Α1.2) χ2 ( 3χ

Α1.3) χ2 ( 9

    Α2) Να  βρεθεί  το  Ε.Κ.Π.  των  πολυωνύμων: 2χ + 6 , χ2 ( 3χ  και  χ2 ( 9

    Α3) Δίνεται  η  παράσταση: Κ(χ) = 
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    Α3.1) να  βρεθούν  οι  τιμές  του  χ  για  τις  οποίες  ορίζουμε  την  παράσταση  Κ(χ)

    Α3.2) αφού  κάνετε  τις  πράξεις  να  αποδειχθεί  ότι  Κ(χ) = 
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     Απάντηση

     
Α1) Α1.1) 2χ + 6 = 2(χ + 3)



Βγάζουμε  κοινό  παράγοντα  το  2
     
Α1.2) χ2 ( 3χ = χ(χ ( 3)



Βγάζουμε  κοινό  παράγοντα  το  χ
     
Α1.3) χ2 ( 9 = χ2 ( 32 



Διαφορά  τετραγώνων


    = (χ + 3)(χ ( 3)

     
Α2) Όπως  παρατηρούμε  από  την  παραγοντοποίηση  των  πολυωνύμων,  

     Ε.Κ.Π. = 2χ(χ ( 3)(χ + 3)

      
Α3) Α3.1) Θα  παρέμβουμε  στον  παρονομαστή  του  δεύτερου  κλάσματος,
       
Κ(χ) = 
[image: image5.wmf]1

2

χ  6

+

 ( 
[image: image6.wmf]2

χ  1

3

χ  χ

-

-

 ( 
[image: image7.wmf]2

χ

χ  9

-







(3χ ( χ2 = ((χ2 ( 3χ)
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Για  να  ορίσουμε  την  παράσταση, θέλουμε  όλοι  οι  παρονομαστές  να  είναι  διάφοροι  του   

     μηδενός, αυτό  το  επιτυγχάνουμε  όταν  το  Ε.Κ.Π.  των  παρονομαστών  είναι  διάφορο  του    

     μηδενός. Διαδοχικά  έχουμε:

     2χ(χ ( 3)(χ + 3) 
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 0  και  χ ( 3 
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 0  και  χ + 3 
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 0  και  χ 
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 3  και  χ 
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     Άρα  την  παράσταση  Κ(χ)  την  ορίζουμε  για  τους  πραγματικούς  αριθμούς  εκτός  του     

     μηδενός, του  3  και  του  (3.        
     
Α3.2) Κ(χ) = 
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               = 2χ2 + 4χ ( 6
      Άρα  Κ(χ) = 
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     Αναγωγή ομοίων όρων στον αριθμητή





            =
[image: image34.wmf]2

χ χ  6  

2

χ(χ  3)(χ  3)

+-

+-

                               ( χ2 + χ ( 6 = χ2 + 3χ ( 2χ ( 6

[image: image130.png]




 = 
[image: image35.wmf](

χ 3)(χ  2)  

2

χ(χ  3)(χ  3)

+-

+-



  

        = χ(χ + 3) ( 2(χ + 3)          

              
 = 
[image: image36.wmf]χ  2  

2

χ(χ  3)

-

-





              
        =(χ+3)(χ(2)                      
Β. Β1) Να  τραπούν  σε  γινόμενα  πρώτων  παραγόντων  οι  παραστάσεις: 
     Β1.1) Α(χ) = 5χ(χ ( 1) ( χ + 1     Β1.2) Β(χ) = 9(3χ ( 1) + (χ ( 2)2(1 ( 3χ)
     Β2) Αν  Α(χ) = (χ ( 1)(5χ ( 1)  και  Β(χ) = (3χ (1)(5 ( χ)(χ +1), να  επιλυθούν  οι  εξισώσεις: 

     Β2.1) Α(χ) = 0

Β2.2) Β(χ) = 0

     Απάντηση
     
Β1) Β1.1) Α(χ) = 5χ(χ ( 1) ( χ + 1

                     

   = 5χ(χ ( 1) ( (χ ( 1)

( Βγάζουμε κοινό παράγοντα το χ ( 1

              = (χ ( 1)(5χ ( 1)

     
Β1.2) Β(χ) = 9(3χ ( 1) + (χ ( 2)2(1 ( 3χ)

( 1 ( 3χ = ((3χ ( 1)

                            = 9(3χ ( 1) ( (χ ( 2)2(3χ ( 1)


                            = (3χ ( 1)[9 ( (χ ( 2)2] 


(Βγάζουμε κοινό παράγοντα το 3χ ( 1



      = (3χ ( 1)(χ + 1)(5 ( χ)


( 9 ( (χ ( 2)2 = 32 ( (χ ( 2)2







                      


= [3 + (χ ( 2)][3 ( (χ ( 2)]








         


= (3 + χ ( 2)(3 ( χ + 2)








         


= (χ + 1)(5 ( χ)
          Β2) Β2.1) Α(χ) = 0



Διαδοχικά έχουμε:

 (χ ( 1)(5χ ( 1) = 0

χ ( 1 = 0 ή 5χ ( 1 = 0

( 5χ ( 1 = 0
χ = 1 ή  χ = 
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     5χ = 1
Άρα  οι  λύσεις  της εξίσωσης           
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είναι  το  1  και  το  
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Β2.2) Β(χ) = 0


Διαδοχικά έχουμε:


(3χ (1)(5 ( χ)(χ +1) = 0


3χ ( 1 = 0 ή 5 ( χ = 0 ή χ + 1 = 0

( 3χ ( 1 = 0
χ = 
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      3χ = 1
Άρα οι λύσεις της  εξίσωσης είναι
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[image: image46.wmf]3

1


Γ. Να  αποδειχθεί  η  ταυτότητα: (α2 + β2)2 ( (2αβ)2 = (α2 ( β2)2

          (Α = (α2 + β2)2 ( (2αβ)2

   = (α2)2 + 2α2β2 + (β2)2 ( 4α2β2

   = (α2)2 ( 2(α2(β2 + (β2)2 

( Ανάπτυγμα  τετραγώνου διαφοράς, έχοντας βάλει στη θέση  

              = (α2 ( β2)2
                                    α  το  α2  και  στη  θέση  β  το  β2.  



Αν  «βιαζόμαστε», οπότε  μοιραία  δεν  είμαστε  παρατηρητικοί, τότε  θα  αποδείξουμε  την  ταυτότητα  με  τον  «δεύτερο  τρόπο»  απόδειξης  ισοτήτων (Σχολικό, σελίδα  47).

(Α = (α2 + β2)2 ( (2αβ)2
     = (α2)2 + 2α2β2 + (β2)2 ( 4α2β2  
     = α4 ( 2α2β2 + β4
 Δ = (α2 ( β2)2
    = (α2)2 ( 2α2β2 + (β2)2 

    = α4 ( 2α2β2 + β4
Οπότε  (α2 + β2)2 ( (2αβ)2 = (α2 ( β2)2

Δ. Δίνεται  η  ρητή  παράσταση: 
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     Δ1) Να  βρεθούν  οι  τιμές  του  χ  για  τις  οποίες  ορίζουμε  την  παράσταση.      
     Δ2) Να  απλοποιηθεί  η  παράσταση.
     Δ3) Να  επιλυθεί  η  εξίσωση: 
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     Απάντηση

Δ1) Πρέπει  χ2 ( 1 
[image: image49.wmf]¹
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Διαδοχικά  έχουμε:


χ2 ( 1 = 0


χ2 ( 12 = 0




( Διαφορά  τετραγώνων


(χ ( 1)(χ + 1) = 0


χ ( 1 = 0 ή χ + 1 = 0


χ = 1 ή χ = (1


Οπότε  την  παράσταση  την  ορίζουμε  όταν  χ 
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 1  και  χ 
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Δ2) 
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(Στον  αριθμητή βγάλαμε κοινό παράγοντα το χ και στον

                    = 
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παρονομαστή εφαρμόσαμε τη διαφορά τετραγώνων
     
Δ3) Διαδοχικά  έχουμε:
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 1  και  χ 
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[image: image58.wmf]χ

χ 1

+

 = 0

                     χ = 0
             (Ένα κλάσμα είναι ίσο με το μηδέν, όταν ο παρονομαστής       

Άρα  η  εξίσωση  έχει                        του είναι διάφορος του μηδενός και ο αριθμητής του  ίσος
      λύση το μηδέν.                                  με το μηδέν.

Ε. Δίνεται  κύκλος  (Ο , ρ)  και  μία  χορδή  αυτού  ΑΒ. Να  πάρετε  σημεία  Γ  και  Δ  της  χορδής  
    τέτοια, ώστε  ΑΓ = ΔΒ < 
[image: image59.wmf]ΑΒ
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. Να  αποδειχθεί  ότι: Ε1) τα  τρίγωνα  ΟΑΓ  και  ΟΔΒ  είναι  ίσα.

    Ε2) Ο
[image: image60.wmf]ˆ

Γ

Δ = Ο
[image: image61.wmf]ˆ

Δ

Γ. 
    Απάντηση
     
Ε1) Επειδή  ΟΑ = ΟΒ = ρ  το  τρίγωνο  ΟΑΒ  
    είναι  ισοσκελές  με  βάση  τη  χορδή  ΑΒ. 
    Οπότε  οι  γωνίες  Ο
[image: image62.wmf]ˆ

Α

Γ  και  Δ
[image: image63.wmf]ˆ

Β

Ο  είναι ίσες  
    ως  προσκείμενες  στη  βάση  του  ισοσκελούς  

    τριγώνου. Τα  τρίγωνα  ΟΑΓ  και  ΟΔΒ  έχουν:
    ΟΑ = ΟΒ = ρ , ΑΓ = ΔΒ  (δεδομένο)  και  
    Ο
[image: image64.wmf]ˆ

Α

Γ = Δ
[image: image65.wmf]ˆ

Β

Ο, άρα  είναι  ίσα  επειδή  έχουν  
    δύο  πλευρές  ίσες  μία  προς  μία  και  την
    περιεχόμενη  γωνία  τους  ίση  (ΠΓΠ).
    Συνεπώς  έχουν  και  τα  υπόλοιπα  στοιχεία  
    τους  ίσα: ΟΓ = ΟΔ, Γ
[image: image66.wmf]ˆ

Ο

Α = Β
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Ο

Δ  και  
    Α
[image: image68.wmf]ˆ

Γ

Ο = Ο
[image: image69.wmf]ˆ

Δ

Β.   
      
Ε2) Από  το  παραπάνω  ερώτημα  έχουμε 
    ότι  ΟΓ = ΟΔ, που  σημαίνει  ότι  το  τρίγωνο  
    ΟΓΔ  είναι  ισοσκελές  με  βάση  τη  ΓΔ. Άρα  Ο
[image: image70.wmf]ˆ

Γ

Δ = Ο
[image: image71.wmf]ˆ

Δ

Γ, ως  προσκείμενες  στη  βάση  του    

    ισοσκελούς  τριγώνου  ΟΓΔ.
      Σημείωση: Το  σχήμα  εσείς  θα  το  κάνετε  με  τα  γεωμετρικά  σας  όργανα.

Ϛ. Ϛ1) Να  αποδειχθεί  ότι: χ2 + y2 ( 2y + 1 = χ2 + (y ( 1)2
    Ϛ2) Να  αποδειχθεί  ότι:  χ2 + y2 + 1 
[image: image72.wmf]³

 2y  για  οποιουσδήποτε  πραγματικούς  αριθμούς.
     Απάντηση

    
Ϛ1) Δ = χ2 + (y ( 1)2
                  = χ2 + y2 ( 2(y(1 + 12
                  = χ2 + y2 ( 2y + 1
     
Ϛ2) Από  το  παραπάνω  ερώτημα  έχουμε  χ2 + y2 ( 2y + 1 = χ2 + (y ( 1)2 , 
    όμως  χ2 + (y ( 1)2 
[image: image73.wmf]³

 0  ως  άθροισμα  των  μη  αρνητικών  παραστάσεων, των  χ2  και  (y ( 1)2.  

     Άρα  και  χ2 + y2 ( 2y + 1 
[image: image74.wmf]³

 0, οπότε  και  χ2 + y2 + 1 
[image: image75.wmf]³

 2y. 
     Σημείωση: Θα  μιλήσουμε  πιο  αναλυτικά  στην  παράγραφο  2.5.

Ζ. Στο  διπλανό  σχήμα  είναι  Α
[image: image76.wmf]ˆ

Β

Δ = Α
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Γ

Δ   και  Α
[image: image78.wmf]ˆ

Δ

Β = Α
[image: image79.wmf]ˆ

Δ

Γ. Να  αποδειχθεί  ότι:

     Ζ1) τα  τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΔΓ  είναι  ίσα. 
      
     Ζ2) το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  ισοσκελές.

     Ζ3) το  σημείο  Δ  ισαπέχει  από  τα  σημεία  Β  και  Γ.

     Ζ4) η  ευθεία  ΑΔ  είναι  κάθετη  στην  ευθεία  ΒΓ
     Απάντηση

     
Ζ1) Επειδή  τα  τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΔΓ  έχουν  τις  δύο  γωνίες  τους  ίσες 
    μία  προς  μία  θα  έχουν  και  τις  τρίτες  γωνίες  τους  ίσες, επειδή  το  
    άθροισμα  των  γωνιών  σε  κάθε  τρίγωνο  είναι  1800. Άρα  Δ
[image: image80.wmf]ˆ

Α

Β = Γ
[image: image81.wmf]ˆ

Α

Δ. 


Τα  τρίγωνα  ΑΒΔ  και  ΑΔΓ  έχουν: ΑΔ = ΑΔ  (κοινή), Β
[image: image82.wmf]ˆ

Δ

Α = Α
[image: image83.wmf]ˆ

Δ

Γ  
    (δεδομένο)  και  Δ
[image: image84.wmf]ˆ

Α

Β = Γ
[image: image85.wmf]ˆ

Α

Δ, άρα  είναι  ίσα, επειδή  έχουν  μία  πλευρά  ίση
    και  τις  προσκείμενες  στην  πλευρά  αυτή  γωνίες  ίσες  (ΓΠΓ).


Συνεπώς  θα  έχουν  και  τα  υπόλοιπα  στοιχεία  τους  ίσα: ΑΒ = ΑΓ  και  ΔΒ = ΔΓ.
    
Ζ2) Από  την  παραπάνω  ισότητα  των  τριγώνων  έχουμε  ΑΒ = ΑΓ  που  σημαίνει  ότι  το    

      τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  ισοσκελές.
      
Ζ3) Από  το  ερώτημα  (Ζ1)  έχουμε  ακόμη  ΔΒ = ΔΓ, που  σημαίνει  ότι  το  σημείο  Δ   

      ισαπέχει  από  τα  σημεία  Β  και  Γ.   
.     
Ζ4) Επειδή  ΑΒ = ΑΓ  και  ΔΒ = ΔΓ, έχουμε  ότι  η  ΑΔ  είναι  η  μεσοκάθετος  του    

      ευθυγράμμου  τμήματος  ΒΓ.
      (Θα  μπορούσαμε  να  το  δικαιολογήσουμε  και  διαφορετικά, χρησιμοποιώντας  ότι  το  τρίγωνο  
      ΑΒΓ  είναι  ισοσκελές  και  ότι  η  ΑΔ  είναι  η  διχοτόμος  της  γωνίας  Γ
[image: image86.wmf]ˆ

Α

Β, οπότε  θα  είναι  
      ύψος  και  διάμεσος).
Η. Να  σχεδιασθεί  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  
[image: image87.wmf]ˆ

Α

 = 900, ΑΒ = 8 cm  και ΑΓ = 6 cm. Στην  πλευρά  
     ΑΓ  να  πάρετε  σημείο  Λ  τέτοιο, ώστε  ΓΛ = 2,5 cm. Από  το  σημείο  Λ  να  φέρετε  το  κάθετο    

     ευθύγραμμο  τμήμα  ΛΚ  στην  υποτείνουσα  ΒΓ, το  σημείο  Κ  στην  υποτείνουσα  (ΛΚ 
[image: image88.wmf]^

ΒΓ). 
     Η1) Να  αποδειχθεί  ότι  τα  τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΚΓΛ 
     είναι  όμοια.  
     Η2) Να  γραφούν  οι  ίσοι  λόγοι.
     Η3) Να  υπολογισθούν  οι  πλευρές  του  τριγώνου  
     ΚΓΛ.

     Η4) Να  βρεθεί  πόσο  τοις  εκατό  είναι  μεγέθυνση  
     το  τρίγωνο  ΑΒΓ  του  ΚΓΛ.
     Σημείωση: Το  σχήμα  εσείς  θα  το  κάνετε  με  τα  

     γεωμετρικά  σας  όργανα.
     Απάντηση

     
Η1) Επειδή  τα  τρίγωνα  ΑΒΓ  και  ΚΓΛ  είναι  
     ορθογώνια, Γ
[image: image89.wmf]ˆ

Α

Β = Λ
[image: image90.wmf]ˆ

Κ

Γ = 900  και  έχουν  μία  οξεία
     γωνία  ίση, η  γωνία  
[image: image91.wmf]ˆ

Γ

  είναι  κοινή, τα  τρίγωνα  
     είναι  όμοια.    
     
Η2) Οι  ίσες  γωνίες  των  όμοιων  τριγώνων  ΑΒΓ  και  ΛΚΓ   είναι: Α
[image: image92.wmf]ˆ

Β

Γ = Γ
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Λ

Κ, Β
[image: image94.wmf]ˆ

Γ

Α = Κ
[image: image95.wmf]ˆ

Γ

Λ   

     και  Γ
[image: image96.wmf]ˆ

Α

Β = Λ
[image: image97.wmf]ˆ

Κ

Γ = 900 , οπότε  οι  ίσοι  λόγοι  είναι: 
[image: image98.wmf]ΓΑ

ΓΚ

 = 
[image: image99.wmf]ΑΒ

ΛΚ

 = 
[image: image100.wmf]ΒΓ

ΓΛ

.
     (Οι  ομόλογες  πλευρές  βρίσκονται  απέναντι  από  τις  ίσες  γωνίες  των  όμοιων  τριγώνων).
     
Η3) Επειδή  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  ορθογώνιο  με  κάθετες  πλευρές  ΑΒ = 8 cm  και 
     ΑΓ = 6 cm, από  το  Πυθαγόρειο  θεώρημα  διαδοχικά  έχουμε: ΑΒ2 + ΑΓ2 = ΒΓ2
    



       

     
               

   82 + 62 = ΒΓ2




       

                          

  64 + 36 = ΒΓ2




                                                     

        100 = ΒΓ2 ,άρα ΒΓ = 10 cm.

     Οπότε  από  τους  ίσους  λόγους  έχουμε: 
[image: image101.wmf]6

ΓΚ

 = 
[image: image102.wmf]8

ΛΚ

 = 
[image: image103.wmf]10

2,5

 = 4, άρα:

( 
[image: image104.wmf]6

ΓΚ

 = 4  οπότε  4(ΓΚ = 6  και  ΓΚ = 
[image: image105.wmf]6

4

 = 1,5 cm.


( 
[image: image106.wmf]8

ΛΚ

 = 4  οπότε  4(ΛΚ = 8  και  ΛΚ = 
[image: image107.wmf]8

4

 = 2 cm.
     Άρα  οι  πλευρές  του  τριγώνου  ΚΓΛ  είναι  ΓΚ = 1,5 cm, ΛΚ = 2 cm  και  ΓΛ = 2,5 cm  (δεδομένο).  
     
Η4) Ο  λόγος  ομοιότητας  του  τριγώνου  ΑΒΓ  προς  το  ΚΓΛ  είναι 4 = 
[image: image108.wmf]4

1

 = 
[image: image109.wmf]400

100

 = 400%
     Άρα  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  400%  μεγέθυνση  του  ΚΓΛ.
Θ. Να  σχεδιασθεί  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  ΑΒ = 3 cm , ΑΓ = 4 cm  και  ΒΓ = 6 cm. 
     Θ1) Να  βρεθούν  οι  πλευρές  τριγώνου  ΔΕΖ , που  είναι  όμοιο  με  το  ΑΒΓ  και  έχει  περίμετρο    
     39 cm.  
     Θ2) Να  βρεθεί  πόσο  τοις  εκατό  είναι  μεγέθυνση  το  τρίγωνο  ΔΕΖ  του  τριγώνου  ΑΒΓ.

                       Α
                                 

       3 cm                         4 cm    
  Β                                                Γ 
                       6 cm                                      Δ

          Ε                                                                                                                                         Ζ
     
Θ1) Έστω  ότι  το  τρίγωνο  ΔΕΖ  είναι  όμοιο  του  τριγώνου  ΑΒΓ, με  
[image: image110.wmf]ˆ

Δ

 =
[image: image111.wmf]ˆ

Α

 , 
[image: image112.wmf]ˆ

Ε

 =
[image: image113.wmf]ˆ

Β

  
     και  
[image: image114.wmf]ˆ

Ζ

 =
[image: image115.wmf]ˆ

Γ

. Οι  ίσοι  λόγοι  είναι: 
[image: image116.wmf]ΔΕ

ΑΒ

 = 
[image: image117.wmf]ΕΖ

ΒΓ

 = 
[image: image118.wmf]ΔΖ

ΑΓ


     (Οι  ομόλογες  πλευρές  βρίσκονται  απέναντι  από  τις  ίσες  γωνίες  των  όμοιων  τριγώνων).

      Άρα: 
[image: image119.wmf]ΔΕ

3

 = 
[image: image120.wmf]ΕΖ

6

 = 
[image: image121.wmf]ΔΖ

4

 = 
[image: image122.wmf]ΔΕ  ΕΖ + ΔΖ

3 + 6 + 4

+

 =  
[image: image123.wmf]39

13

 = 3  (Ο  λόγος  των  περιμέτρων  δύο  όμοιων    

     πολυγώνων  είναι  ίσος  με  τον  λόγο  ομοιότητάς  τους).
      Άρα:

      ( 
[image: image124.wmf]ΔΕ

3

 = 3  οπότε  ΔΕ = 3 ( 3 = 9 cm.

      ( 
[image: image125.wmf]ΕΖ

6

 = 3  οπότε  ΕΖ = 3 ( 6 = 18 cm.
      ( 
[image: image126.wmf]ΔΖ

4

 = 3  οπότε  ΔΖ = 3 ( 4 = 12 cm.
      Άρα  οι  πλευρές  του  τριγώνου  ΔΕΖ  είναι  9 cm, 18 cm  και  12 cm.
     Σημείωση: Δεν  αλλάζει  τίποτε  αν  οι  κορυφές  του  τριγώνου  ΔΕΖ  είναι  διαφορετικά   

     σημειωμένες.
     
Θ2) Επειδή  ο  λόγος  ομοιότητας  του  τριγώνου  ΔΕΖ  προς  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  3,   

     έχουμε: 3 = 
[image: image127.wmf]3

1

 = 
[image: image128.wmf]300

100

 = 300%. 

      Άρα  το  τρίγωνο  ΔΕΖ  είναι  300%  μεγέθυνση  του  τριγώνου  ΑΒΓ.
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